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КОНУСИ, ПОРОДЖЕНІ ВИПАДКОВИМИ ТОЧКАМИ  

НА ПІВСФЕРІ ТА ОПУКЛІ ОБОЛОНКИ  
ПРОЦЕСІВ ПУАССОНА 

 
Зафіксуємо розмірність 𝑑𝑑 ≥ 1 і нехай 𝑈𝑈1,𝑈𝑈2, … будуть незалежними 

випадковими точками розподілені відповідно до рівномірного розподілу 
на d-вимірній верхній півсфері  

𝕊𝕊+𝑑𝑑 ≔ {(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) ∈ ℝ𝑑𝑑+1:𝑥𝑥02 + 𝑥𝑥12 + ⋯+ 𝑥𝑥𝑑𝑑2 = 1, 𝑥𝑥0 ≥ 0}. 
Нас цікавитиме випадковий опуклий конус в ℝ𝑑𝑑+1, визначений як 

додатня оболонка 𝑈𝑈1, … ,𝑈𝑈𝑛𝑛, для 𝑛𝑛 ≥ 𝑑𝑑 + 1, формулою 
𝐶𝐶𝑛𝑛 = pos{𝑈𝑈1, … ,𝑈𝑈𝑛𝑛} ≔ {𝑎𝑎1𝑈𝑈1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑈𝑈𝑛𝑛 ∶ 𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛 ≥ 0}. 

Випадковий конус, або більш точно, випадковий сферичний політоп 
𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝕊𝕊+𝑑𝑑 , вивчався Барані та ін. [1]. Серед іншого згадані автори 
досліджували математичне сподівання f-вектора від 𝐶𝐶𝑛𝑛, тобто очікувану 
кількість 𝔼𝔼𝑓𝑓𝑘𝑘(𝐶𝐶𝑛𝑛) k-вимірних граней 𝐶𝐶𝑛𝑛, 𝑘𝑘 ∈ {1, … ,𝑑𝑑}. f-вектор від 
конуса 𝐶𝐶𝑛𝑛 пов’язаний з f-вектором сферичного політопа 𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝕊𝕊+𝑑𝑑 , як 
𝑓𝑓𝑘𝑘(𝐶𝐶𝑛𝑛) = 𝑓𝑓𝑘𝑘−1(𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝕊𝕊+𝑑𝑑). Згідно з [1, Теорема 3.1] очікувана кількість 
граней 𝔼𝔼𝑓𝑓𝑑𝑑(𝐶𝐶𝑛𝑛) точно визначена, як  

𝔼𝔼𝑓𝑓𝑑𝑑(𝐶𝐶𝑛𝑛) =
2𝜔𝜔𝑑𝑑

2𝜔𝜔𝑑𝑑+1
�
𝑛𝑛
𝑑𝑑
�� �1 −

𝑎𝑎
𝜋𝜋
�
𝑛𝑛−𝑑𝑑

sin𝑑𝑑−1 𝑎𝑎 d𝑎𝑎
𝜋𝜋

0
. 

Крім того, там також було доведено, що  
lim𝑛𝑛→∞ 𝔼𝔼𝑓𝑓𝑑𝑑(𝐶𝐶𝑛𝑛) = 2−𝑑𝑑𝑑𝑑! 𝜅𝜅𝑑𝑑2. 
Тут 𝜔𝜔𝑑𝑑 – це (𝑑𝑑 − 1)-вимірна Хаусдорфова міра одиничної сфери 

𝕊𝕊𝑑𝑑−1 ⊂ ℝ𝑑𝑑, а 𝜅𝜅𝑑𝑑 – це об’єм одиничної кулі в ℝ𝑑𝑑. Їх можна знайти за 
формулами 

ωd = 2π
d
2

Γ�d2�
 і κd = π

d
2

Γ�d2+1�
. 
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Математичне сподівання кількості одно-вимірних граней конуса 𝐶𝐶𝑛𝑛 (або 
відповідно кількості вершин 𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝕊𝕊+𝑑𝑑 ) задовольняє, див. [1, Теорема 7.1],  

lim
𝑛𝑛→∞

𝔼𝔼𝑓𝑓1(𝐶𝐶𝑛𝑛) = 𝐶𝐶(𝑑𝑑)𝜋𝜋𝑑𝑑+1 � 2
𝜔𝜔𝑑𝑑+1

�
𝑑𝑑+1

𝜔𝜔𝑑𝑑, 

для деякої константи C(d), що задана у вигляді багатовимірного 
інтегралу [1, Рівність 22]. Також зазначимо, що конуси створені 
випадковими точками з рівномірним розподілом на всій сфері 𝕊𝕊𝑑𝑑 
вивчались в [2] і [3]. 

Очевидно, що при достатньо великих n, конус 𝐶𝐶𝑛𝑛 буде близьким до 
півпростору {𝑥𝑥0 > 0}, а тому, щоб не отримати тривіальну границю для 
𝐶𝐶𝑛𝑛, треба змінити масштабування. Цього можна досягти лінійним 
оператором 𝑇𝑇𝑛𝑛:ℝ𝑑𝑑+1 → ℝ𝑑𝑑+1, визначеним як 

𝑇𝑇𝑛𝑛(𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑) ≔ (𝑛𝑛𝑛𝑛0, 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑). 
Позначимо через 𝐻𝐻𝑎𝑎 гіперплощину {𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎} в ℝ𝑑𝑑+1. Відмітимо, що 

𝐻𝐻1 дотикається до півсфери 𝕊𝕊+𝑑𝑑  на її північному полюсі. Нехай 𝑒𝑒0 буде 
одиничним вектором (1, 0, … , 0) ∈ ℝ𝑑𝑑+1, напрямленим до північного 
полюсу. У [4] доведено, що випадковий опуклий політоп (𝑇𝑇𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝐻𝐻1) −
𝑒𝑒0, що можна розгялдяати як «горизонтальний» переріз конуса (𝑇𝑇𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛), 
збігається за розподілом на просторі компактних опуклих підмножин 𝐻𝐻0 
до опуклої оболонки деякого пуассонівського процесу. 

Щоб описати границю, візьмемо деякі 𝛾𝛾 > 0, 𝑐𝑐 > 0 і нехай П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐) 
буде пуассонівським процесом на ℝ𝑑𝑑\{0}, чия міра інтенсивності 
абсолютно неперервна відносно Лебегової міри, і чия щільність 
визначається рівністю 

𝑥𝑥 ↦
𝑐𝑐

𝜔𝜔𝑑𝑑+𝛾𝛾

1
∥ 𝑥𝑥 ∥𝑑𝑑+𝛾𝛾

, 𝑥𝑥 ∈ ℝ𝑑𝑑\{0}, 

де ||x|| – це Евклідова норма х. Відмітимо, що кількість точок П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐) 
поза будь-якою кулею з центром в нулі і строго додатним радіусом, 
майже напевно скінченна, в той час, як кількість точок всередині будь-
якої такої кулі є нескінченною з ймовірністю один. І хоч П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐) майже 
напевно містить безліч точок, випадкова опукла множина conv П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐) 
майже напевно буде політопом, де conv П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐) позначає опуклу 
оболонку всіх точок П𝑑𝑑,𝛾𝛾(𝑐𝑐).  

В данному випадку, як показано в [4, Теорема 2.1], параметри слід 
вибрати так 𝛾𝛾 = 1, 𝑐𝑐 = 2. Тобто при 𝑛𝑛 → ∞, випадковий політоп  
(𝑇𝑇𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝐻𝐻1) − 𝑒𝑒0 збігається за розподілом до conv П𝑑𝑑,1(2) в просторі 
компактних опуклих підмножин ℝ𝑑𝑑 з Хаусдорфовою метрикою.  

Перевіримо даний результат методом моделювання. Спершу 
навчимося моделювати рівномірний розподіл на одиничній сфері. Для 
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цього покажемо, що якщо 𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑 незалежні стандартні Гаусівські 

випадкові величини, то вектор 𝜉𝜉 = � 𝑁𝑁1
�𝑁𝑁��⃗ �

, … , 𝑁𝑁𝑑𝑑
�𝑁𝑁��⃗ �

�
⊺
 має рівномірний 

розподіл на сфері, де �𝑁𝑁��⃗ � – норма вектора 𝑁𝑁��⃗ = (𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑)⊺. 
Вектор 𝜉𝜉 має рівномірний розподіл на сфері, якщо його розподіл є 

інваріантним відносно ортогональних перетворень. Покажемо спершу 
інваріантність вектора 𝑁𝑁��⃗  відносно ортогонального перетворення 𝑂𝑂(∙) 

ℙ{(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑) ∈ 𝐴𝐴} =
1

(2𝜋𝜋)
𝑑𝑑
2
�𝑒𝑒−

𝑥𝑥1
2+⋯+𝑥𝑥𝑑𝑑

2

2 𝑑𝑑𝑑𝑑1 …𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐴𝐴

. 

Тоді 
ℙ{𝑂𝑂(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑) ∈ 𝐴𝐴} = ℙ{(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑) ∈ 𝑂𝑂⊺(𝐴𝐴)}

=
1

(2𝜋𝜋)
𝑑𝑑
2
� 𝑒𝑒−

𝑥𝑥⊺∗ 𝑥𝑥
2 𝑑𝑑𝑑𝑑1 … 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑂𝑂⊺(𝐴𝐴)
��

𝑦⃗𝑦 = 𝑂𝑂 ∗ 𝑥⃗𝑥
𝑥⃗𝑥 = 𝑂𝑂⊺ ∗ 𝑦⃗𝑦
𝑥⃗𝑥⊺ = 𝑦⃗𝑦⊺ ∗ 𝑂𝑂
𝑂𝑂 ∗ 𝑂𝑂⊺ = 𝐸𝐸

��

=
1

(2𝜋𝜋)
𝑑𝑑
2
�𝑒𝑒−

𝑦𝑦�⃗ ⊺∗ 𝑦𝑦�⃗
2 𝑑𝑑𝑑𝑑1 …𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐴𝐴
= ℙ{(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, … ,𝑁𝑁𝑑𝑑) ∈ 𝐴𝐴}, 

де 𝑥⃗𝑥 = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑑𝑑)⊺, 𝑦⃗𝑦 = (𝑦𝑦1, … ,𝑦𝑦𝑑𝑑)⊺, а 𝐸𝐸 – одинична матриця. Отже 𝑁𝑁��⃗  та 
𝑂𝑂(𝑁𝑁��⃗ ) рівні за розподілом. Іншими словами, якщо припустити, що 

𝑂𝑂 = �𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗�𝑖𝑖,𝑗𝑗=1,𝑑𝑑����
= (𝛼⃗𝛼𝑖𝑖)𝑖𝑖=1,𝑑𝑑����, то 𝑁𝑁𝑖𝑖 та 𝛼⃗𝛼𝑖𝑖 ∗ 𝑁𝑁��⃗  мають однакові розподіли для 

всіх 𝑖𝑖 = 1,𝑑𝑑�����. Тоді однакові розподіли також мають вектор 𝜉𝜉 та 

� 𝛼𝛼��⃗ 1∗𝑁𝑁��⃗

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
, … , 𝛼𝛼��⃗ 𝑑𝑑∗𝑁𝑁��⃗

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
 �
⊺
, де �𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ �� =  ��𝛼⃗𝛼1 ∗ 𝑁𝑁��⃗ �

2
+ ⋯+ �𝛼⃗𝛼𝑑𝑑 ∗ 𝑁𝑁��⃗ �

2
. 

Розпишемо �𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
2
 

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
2

= �𝛼⃗𝛼1 ∗ 𝑁𝑁��⃗ �
2

+ ⋯+ �𝛼⃗𝛼𝑑𝑑 ∗ 𝑁𝑁��⃗ �
2

= ��𝛼⃗𝛼𝑖𝑖 ∗ 𝑁𝑁��⃗ �
2

𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

= ���𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗2 𝑁𝑁𝑗𝑗2
𝑑𝑑

𝑗𝑗=1

+� � 2
𝑑𝑑

𝑘𝑘=𝑗𝑗+1

𝑑𝑑−1

𝑗𝑗=1

𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑁𝑁𝑗𝑗𝑁𝑁𝑘𝑘�
𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

= �𝑁𝑁𝑗𝑗2�𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗2
𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

𝑑𝑑

𝑗𝑗=1

+ � � 𝑁𝑁𝑗𝑗𝑁𝑁𝑘𝑘� 2𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑘𝑘

𝑑𝑑

𝑖𝑖=1

𝑑𝑑

𝑘𝑘=𝑗𝑗+1

.
𝑑𝑑−1

𝑗𝑗=1
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В силу властивості 𝑂𝑂 ∗ 𝑂𝑂⊺ = 𝐸𝐸, ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗2𝑑𝑑
𝑖𝑖=1 = 1 і ∑ 2𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑗𝑗𝛼𝛼𝑖𝑖,𝑘𝑘𝑑𝑑

𝑖𝑖=1 = 0. Отже 

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
2

= ∑ 𝑁𝑁𝑗𝑗2𝑑𝑑
𝑗𝑗=1 = �𝑁𝑁��⃗ �

2
. Тоді 

�
𝛼⃗𝛼1 ∗ 𝑁𝑁��⃗

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
, … ,

𝛼⃗𝛼𝑑𝑑 ∗ 𝑁𝑁��⃗

�𝑂𝑂�𝑁𝑁��⃗ ��
 �
⊺

= �
𝛼⃗𝛼1 ∗ 𝑁𝑁��⃗

�𝑁𝑁��⃗ �
, … ,

𝛼⃗𝛼𝑑𝑑 ∗ 𝑁𝑁��⃗

�𝑁𝑁��⃗ �
 �
⊺

= 𝑂𝑂�𝜉𝜉�. 

Отже 𝜉𝜉 та 𝑂𝑂(𝜉𝜉) мають однакові розподіли. Тоді вектор 𝜉𝜉 лежить на 
одиничні сфері і має розподіл інваріантний відносно ортогональних 
перетворень, а відповідно вектор 𝜉𝜉 має рівномірний розподіл на сфері. 

Для моделювання Гаусівських випадкових величин можна 
скористатись формулою 𝜉𝜉1 = �−2 ln𝛼𝛼1 cos 2𝜋𝜋𝛼𝛼2 та 
𝜉𝜉2 = �−2 ln𝛼𝛼1 sin 2𝜋𝜋𝛼𝛼2, де 𝛼𝛼1,𝛼𝛼2 мають рівномірний розподіл на [0, 1], 
див. [5, ст. 56, (5.1.2)]. 

Відповідно, ми можемо промоделювати рівномірний розподіл на 
одиничній сфері, а отже і на одиничній півсфері. 

Тепер можемо перевірити збіжність за розподілом (𝑇𝑇𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛 ∩ 𝐻𝐻1) − 𝑒𝑒0 
до conv П𝑑𝑑,1(2) в ℝ𝑑𝑑. Для цього будемо перевіряти поточкову збіжність 
опорних функцій відповідних політопів для 𝑑𝑑 = 2. Далі наведено 
результати усереднених значень опорних функцій для 10 напрямків. 
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М
од

ул
ь 

рі
зн

иц
і 

0.017 0.045 0.001 0.020 0.014 0.052 0.017 0.012 0.001 0.035 
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Наведені значення підтверджують теоретично доведений факт. 
Наочно результат моделювання можна побачити на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Випадковий конус 𝑪𝑪𝒏𝒏, де червоним позначені точки  

на верхній півсфері, зеленим – точки, що відповідають останнім  
на гіперплощині 𝑯𝑯𝟏𝟏, жовтим – переріз конуса 𝑪𝑪𝒏𝒏 гіперплощиною 𝑯𝑯𝟏𝟏  
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