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У статті побудовано модель конкурентних взаємодій на загальних ринках праці і капіталу довільного числа 
країн. Така модель може бути взята на увазі при заключенні договорів на співробітництво між країнами. 
Аналогом розглянутих стосунків є запропоновані країнами Північної Америки договірні взаємодії на 
прикладі NAFTA, в умовах яких громадяни з канадським та мексиканським громадянством мають право 
на безвізову роботу та ведення бізнесу у США. Детально проаналізовані окремі випадки цієї моделі для 
однієї країни. Знайдено рівноважні стани в цих випадках, проаналізована їхня стійкість і досліджені 
біфуркації типу сідло вузол. 
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співробітництво між країнами. 

Постановка проблеми. Економіко-матема-
тичне моделювання є спробою формалі-

зувати процес прийняття рішення, тобто засто-
сувати під час цього процесу точні математичні 
методи. Зараз у світі широко використовуються 
математичні методи як у розв’язку конкретних 
економічних та управлінських задач так і у роз-
витку самої економічної науки. Підтвердженням 
правильності такого напрямку розвитку еконо-
мічної науки є той факт, що більшість нобелів-
ських премій в галузі економіки були присуджені 
за роботи, присвячені застосуванню математики в 
економічних дослідженнях та розв’язанню прак-
тичних економічних задач. Модель – це об’єкт, 
що заміщує оригінал і відбиває найважливіщі 
риси і властивості оригіналу для певної мети до-
слідження за обраної системи гіпотез. Під еко-
номіко–математичною моделлю розуміють кон-
центрований вираз найсуттєвіших економічних 
взаємозв’язків досліджуваних об’єктів(процесів) 
у вигляді математичних функцій, нерівностей і 
рівнянь, відношень формальної логіки тощо. Мо-
делювання є процесом побудови, вивчення та за-
стосування моделей. Воно є невід’ємною части-
ною будь якої цілеспрямованої діяльності. 

Пізнавальні можливості моделі зумовлюються 
тим, що модель відображає, з погляду системно-
го аналітика, суттєві риси об'єкта – оригіналу. 
Із цього можна зробити, зокрема, такі висновки:

а) будь-яка модель є суб'єктивною, вона несе 
в собі характерні риси індивідуальності систем-
ного аналітика;

б) в будь-якій моделі віддзеркалюються не 
всі, а лише суттєві властивості об'єкта-оригіналу 
виходячи із цілей дослідження, узятої системи 
гіпотез тощо;

в) можливе існування множини моделей од-
ного й того самого об'єкта-оригіналу, які відріз-
няються цілями дослідження, ступенем адекват-
ності тощо.

Модель вважається адекватною об'єкту-
оригіналу, якщо вона з достатнім ступенем на-
ближення (на рівні розуміння системним ана-
літиком модельованого процесу) відображає 
закономірності процесу функціонування реальної 
економічної системи у зовнішньому середовищі.

Проаналізуємо послідовність і зміст етапів 
одного циклу економіко-математичного моде-
лювання.

1. Постановка економічної проблеми. Цей етап 
включає видокремлення найважливіших рис і 
властивостей об'єкта, що моделюється, і абстра-
гування від другорядних; вивчення структури 
об'єкта і головних залежностей, що поєднують 
його елементи; формулювання гіпотез, що пояс-
нюють поведінку і розвиток об'єкта.

2. Побудова математичних моделей. Це – 
етап формалізації економічної проблеми, ви-
раження її у вигляді конкретних математичних 
залежностей і відношень (функцій, рівнянь, не-
рівностей тощо).

3. Математичний аналіз моделі. Метою цього 
етапу є з'ясування загальних властивостей моде-
лі. Тут часто застосовують математичні прийоми 
дослідження. Найважливіший момент – доведен-
ня існування рішень у сформованій моделі. 

4. Числове моделювання. Цей етап включає 
розробку алгоритмів для числового розв'язування 
задачі, складання програм на ЕОМ і безпосереднє 
проведення розрахунків. Труднощі цього етапу 
зумовлені передусім необхідністю опрацювання 
значних масивів інформації. Завдяки сучасних 
ЕОМ вдається проводити числові «модельні» 
експерименти, вивчаючи «поведінку» моделі при 
різних значеннях деяких умов.

5. Аналіз числових результатів та їх викорис-
тання. На цьому, завершальному, етапі циклу 
виникає питання про правильність і повноту ре-
зультатів моделювання, про рівень практичного 
застосування останніх. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Проведемо аналіз досліджень та публікацій, про-
блем математичного моделювання спільної дина-
міки ВВП та робочих місць. Для цього розгляне-
мо задачу моделювання конкурентних взаємодій 
у виді автономної динамічної системи [1]. Тако-
го роду динамічні системи, включаючи системи 
більш високого порядку, використовуються, для 
аналізу конкурентних взаємодій різних еколо-
гічних, соціальних і економічних об'єктів [2-19]. 
Зробимо висновок, що капітал, який працює на 
ринку праці, приводить до росту робочої сили за 
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рахунок підвищення її конкурентноздатності (ін-
вестиції в людський капітал) і створення нових 
робочих місць. 

Виділення не вирішених раніше частин за-
гальної проблеми. У розвиток роботи [1] побуду-
ємо математичну модель взаємодій на загальних 
ринках праці і капіталу однієї країни. З метою 
визначення прогнозних рівнів зайнятості насе-
лення та ВВП проведемо чисельне моделювання 
та імітаційні експерименти з цією моделлю для 
визначення умов зростання макроекономічних 
показників.

Формування цілей статті. Проаналізуємо мо-
дель конкурентних взаємодій на загальних рин-
ках праці і капіталу. Детально розглянимо окремі 
випадки цієї моделі для однієї країни. Знайдемо 
умови існування рівноважних станів цієї моделі. 
Розглянути можливість застосування цієї моделі 
при заключенні договорів на співробітництво між 
країнами. довільного числа країн.

Виклад основного матеріалу. Проведемо ана-
ліз цих станів на існування біфуркації типу сідло 
вузол. У цьому випадку систему рівнянь можна 
записати у вигляді: 
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де y – чисельність робочої сили; z – обсяг ка-
піталу; L, К – деякі граничні рівні робочої сили 
(при z = 0) і капіталу (при y = 0); k – коефіцієнт 
стримування росту чисельності робочої сили, а – 
коефіцієнт росту числа робочої сили на одиницю 
об'єму капіталу; c – коефіцієнт стримування рос-
ту обсягу капіталу; δ – коефіцієнт росту обсягу 
капіталу на одиницю чисельності робочої сили.

Покажемо, що динамічна система (2), що опи-
сує найпростішу ситуацію взаємодії робочої сили 
і капіталу однієї країни (враховуються логістичні 
і лінійні члени цієї взаємодії), з чотирьох рівно-
важних станів (два з яких нефізичні) існує тіль-
ки один стійкий рівноважний стан, що задоволь-
няє умовам y* > L, z* > K. 
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З цієї динамічної системи випливає наявність 
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a1 = a3 = 1/4, a2 = 1 Рис. 1, 2; при a1 = 1/2, a3 = 1/4, 
a2 = 1, x1 = у, x2 = z; при a1 = 1/2, a3 = 1/4, a2 = 1, 
x1 = у, x2 = z Рис. 3; при a1 = a2 = a3 = 1, x1 = у, 
x2 = z Рис. 4. 
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Рис. 1. Розташування ізоклін 0
y~d
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y~d
z~d
= = ±∞  

і точок їх перетинання для динамічної системи (2) 
при a1 = a3 = 1/4, a2 = 1

Рис. 2. Фазовий портрет динамічної системи (2)  
при a1 = a3 = 1/4, a2 = 1, x1 = у, x2 = z

Наступним кроком є чисельне моделювання для 
цього необхідно погодити результати чисельного 
фазового портрета, показаного на рис. 1-4 з дани-
ми офіційної статистики Держкомстату України 
по зайнятості населення та динаміки ВВП.

Для оцінки параметрів k, a, c, δ моделі (1) по-
передньо розраховувалися наближені значення 
фактичних значень похідних
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Рис. 3. Фазовий портрет динамічної системи (2)  
при a1 = 1/2, a3 = 1/4, a2 = 1, x1 = у, x2 = z

Рис. 4. Фазовий портрет динамічної системи (2)  
при a1 = a2 = a3 = 1, x1 = у, x2 = z
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Позначимо: )iyL(iyiu −= , )( izKiziv −= ,

тоді функціонал S приймає вид:
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Умова мінімізації функціонала S:
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Ця система рівнянь рівносильна двом систе-
мам рівнянь.

Перша система для параметрів k і а

∑∑
−

= 



 ϕ′−′

−

=
+



 ϕ′−′=

1n

2i

2
i)z(р

i)z(
1n

2i

2
i)y(р

i)y(S
 

)iyL(iyiu −= , )( izKiziv −=
 

∑∑ ′−++′−+= 2)(2)( iziyicviyizikuS δα
 







∑

∑

=′−+
=′−+

0)(
0)(

2
2

iziyiziku
iuiyiziku

α
α

 









∑ ′∑ ∑

∑ ′∑ ∑

=+

=+

ii

ii

zyk

uyk

iziziu
iuiziu
2

2

α

α

 







=′−δ+
=′−δ+

∑

∑

0iy)iziyiсv(2
0iv)iziyiсv(2

 







∑ ′=δ+

∑ ′=δ+

∑ ∑

∑ ∑

ii

ii

yz2
iyiyivc

vz
i

yiv2
ivc

 

∑∑∑∑
====

γ+









ε−=α+










β−=

n

1j
jij

n

1j
jijiii

i
n

1j
jij

n

1j
jijiii

i yzKzc
dt

dz
,zyLyk

dt
dy

 

. 

Після перетворень приходимо до системи лі-
нійних рівнянь щодо перемінних k і а:

∑∑
−

= 



 ϕ′−′

−

=
+



 ϕ′−′=

1n

2i

2
i)z(р

i)z(
1n

2i

2
i)y(р

i)y(S
 

)iyL(iyiu −= , )( izKiziv −=
 

∑∑ ′−++′−+= 2)(2)( iziyicviyizikuS δα
 







∑

∑

=′−+
=′−+

0)(
0)(

2
2

iziyiziku
iuiyiziku

α
α

 









∑ ′∑ ∑

∑ ′∑ ∑

=+

=+

ii

ii

zyk

uyk

iziziu
iuiziu
2

2

α

α

 







=′−δ+
=′−δ+

∑

∑

0iy)iziyiсv(2
0iv)iziyiсv(2

 







∑ ′=δ+

∑ ′=δ+

∑ ∑

∑ ∑

ii

ii

yz2
iyiyivc

vz
i

yiv2
ivc

 

∑∑∑∑
====

γ+









ε−=α+










β−=

n

1j
jij

n

1j
jijiii

i
n

1j
jij

n

1j
jijiii

i yzKzc
dt

dz
,zyLyk

dt
dy

 

.

Друга система рівнянь для с і δ має вигляд:
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Аналогічно ця система приводиться до систе-
ми лінійних рівнянь щодо перемінних c і δ: 
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Знайдені шукані значення коефіцієнтів k, c, δ, 
а для України: дорівнюють k = 0,01, c = 0,0003, 
δ = 1,48, а = 0,0005. 

Зробимо висновок і визначимо перспективи 
подальших розвідок у цьому напрямку. Ринок 
праці і капіталу можна представити як динаміч-
ну систему (1), тоді для її опису пропонується 
використовувати модель взаємодії n країн:
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,     (4)

де i = 1,n, βij = εij = 1, y – чисельність ро-
бочої сили i-тої і j-тої країн, z – обсяг капіта-
лу, ki – коефіцієнт конкуренції робочої сили за 
вільні робочі місця на ринку i-тої країни; βij – 
частка вільних робочих місць i-тої країни, за які 
конкурує робоча сила j-тої країни; L, K – деякі 
граничні рівні робочої сили (за z = 0) і капіталу 
(за y = 0); коефіцієнти aij і γij представлено у ви-
гляді: aij = aiaij

0, де a11
0 + a21 = 1, a12

0 + a22
0 = 1, 

aij
0 – частка капіталу j-тої країни, що звертаєть-

ся на ринку праці i-тої країни і веде до росту ро-
бочої сили i-тої країни; γij = γiγij0, де γ110 + γ210 = 1, 
γ120 + γ220 = 1, aij

0 – частка робочої сили j-тої кра-
їни, що звертається на ринку праці i-тої країни 
і веде до росту капіталу i-тої країни, εij (i ≠ j) – 
частки вартості інвестиційних об'єктів i-тої краї-
ни, за які конкурує капітал j-тої країни, ci – кое-
фіцієнт конкуренції за капітал i-тої країни. 

Висновки і пропозиції. Таким чином, побудо-
вано модель конкурентних взаємодій на загаль-
них ринках праці і капіталу довільного числа 
країн. Детально проаналізовані окремий випадок 
цієї моделі для однієї країни. Знайдено рівноважні 
стани в цих випадках, проаналізована їхня стій-
кість і досліджені біфуркації типу сідло вузол.

Така модель може бути взята на увазі при за-
ключенні договорів на співробітництво між країна-
ми. Аналогом можуть бути запропановані країнами 
Північної Америки договірні стосунки на прикладі 
NAFTA. В умовах яких громодяни з канадським 
та мексиканським громодянством мають право на 
безвізову роботу та ведення бінесу у США.
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МОДЕЛИ НЕЛИНЕЙНОЙ ДИНАМИКИ В РЕШЕНИИ ПРОБЛЕМ  
МАКРОЭКОНОМИЧЕСКОЙ НЕСТАБИЛЬНОСТИ  
НА РЫНКЕ ТРУДА И КАПИТАЛА

Аннотация
В статье розглянута модель конкурентных взаимодействий на общих рынках труда и капитала про-
извольного числа стран. Такая модель может быть взята за основу при заключении договоров на со-
трудничество между странами. Аналогом таких взаимоотношений могут быть рассмотренны, предло-
женные странами Северной Америки, договорные отношения на примере NAFTA, в условиях которых 
граждане с канадским и мексиканским гражданством имеют право на безвизовую работу и ведения 
бинеса в США. Подробно проанализированы отдельные случаи этой модели для одной страны. Для 
предложенной модели найдены равновесные состояния, проанализирована их устойчивость и исследо-
ваны бифуркации типа седло узел.
Ключевые слова: рынок труда, динамика ВВП, динамика ВНП, динамика занятого населения, бифур-
кации типа седло узел, сотрудничество между странами.
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MODELS OF NONLINEAR DYNAMICS IN SOLVING PROBLEMS 
OF MACROECONOMIC INSTABILITY IN THE LABOR MARKET AND CAPITAL

Summary
In this article, a model of competitive interactions in the labor and capital markets any number of countries 
was build. This model can be used as a basis to conclude contracts on the cooperation between countries. 
An analogue of such a relationship may be consideration of the proposal North American countries 
contractual relations as an example NAFTA, under which citizens with Canadian and Mexican nationals 
have the right to visa-free work and do business in the United States. Analyzed in detail individual cases 
of this model for a single country. For the proposed model found equilibrium states, their stability is 
analyzed and studied the bifurcation of saddle node.
Keywords: labor market, GDP dynamics, GNP dynamics, the dynamics of the employed population, the 
bifurcation of saddle node, cooperation between countries.


