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ОДИН КОНЕЦ КОТОРОГО ЗАКРЕПЛЕН ШАРНИРНО, А ДРУГОЙ ЖЕСТКО
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В статье рассматривается задача о потере устойчивости прямого стержня с прямоугольным поперечным 
сечением. Один конец стержня закреплен шарнирно, а другой жестко. Материал стержня пористый. 
Поэтому, связи между деформациями и напряжениями являются нелинейными. Учитывается так же 
геометрическая нелинейность в одном из поперечных направлений. Таким образом задача является и 
физически и геометрически нелинейной, следовательно её решение связано с большими математическими 
трудностями. Для устранения этих трудностей при решении задачи применен вариационный принцип. 
Эйлеровы уравнения предложенного функционала дают систему нелинейных дифференциальных урав-
нений, которая решена с применением метода Рунге-Кутта четвертого порядка. Графически построены 
зависимости критических значений сжимающей силы от начального прогиба относительной тольшины.
Ключевые слова: Устойчивость, пористость, тонкостенность, физическая нелинейность, геометрическая 
нелинейность, перемещение, деформация, напряжение.

Постановка задачи. Стержень постоян-
ной толщины, из пористого материала, 

находится в вертикальном положении, причем 
верхняя опора свободна перемещается в верти-
кальном направлении и на него действует цен-
трально-сжимающая сила Р. Считается, что 
стержень тонкий. Температура и коэффициент 
Пуассона считаются постоянными. Требуется 
определить критическую силу, соответствую-
щую потери устойчивости.

Решение задачи. Введем декартову систему 
координат хуz так, чтобы ось х была направлена 
по оси стержня и проходила через центр тяже-
сти поперечного сечения, а оси у и z направим по 
главным осям инерции поперечного сечения. 

Сделаем следующие предположения:
1) Геометрическая нелинейность имеет место 

только в направлении нормали (нормальную ко-
ординату будем обозначать через -z).

2) Учитывается гипотеза Кирхгофа-Лява, т.е. 
сечения, перпендикулярные к оси стержня до 
деформирования, остаются перпендикулярными 
к оси стержня и после деформирования.

3) В направлении оси у точки стержня не по-
лучают перемещения и остальные величины не 
зависят от у. 

4) В направлении оси у толщина стержня рав-
на единице.

5) Начало системы координат находится на 
серединной поверхности не деформированного 
стержня, длина стержня равна 2l, причем -l ≤ x ≤ l.

6) В направлении оси z толщина стержня рав-
на 2h, причем -h ≤ z ≤ h.

Тогда компоненты тензора деформаций сре-
динной поверхности и её изгиба выражаются 
через компоненты вектора перемещения на сре-
динной поверхности следующим образом [4]:
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∂
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где w-перемещения точек срединного слоя 
в направлении оси z, ε(x,t), ᴂ(x,t) – соответствен-
но, деформация и изменение кривизны на сре-
динной поверхности стержня, t-время. 

Уравнение равновесия с учетом геометриче-
ской нелинейности, связь между компонентами 

тензора деформаций и напряжений и граничные 
условия в декартовой системе координат имеют 
следующий вид [1; 3; 4]
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σm − максимальное значение нормального на-
пряжения, Eñåê  – секущий модуль упругости 
в момент разрыва, которые всегда можно опре-
делить из эксперимента на одноосное растяже-
ние. ε ij, σ ij − компоненты тензоров деформации 
и напряжения, δij − символы Кронекера, I I1 2, � −
соответственно первый и второй инварианты 
тензора напряжений, запятые означает диф-
ференцирование по координате с индексом, ко-
торый следует после запятые, uα − компоненты 
вектора перемещений, nj −  компоненты вектора 
нормали, Ni  – заданные компоненты вектора по-
верхностных сил на Sσ , ui  – заданные переме-
щения на поверхности Su , �  по повторяющимся 
индексам идет суммирование от 1 до 3.

Систему (3) перепишем следующим образом [1]:

ε ν σ ν δij
ñåê

ij ij

k
E

I=
−







 +( ) − ⋅ 

1
10

1         (6)

Введем следующее обозначение:

1 0−
=

k
E

K
ñåê

                      (7)

C учетом (7) в (6) имеем:

ε ν σ νij ij ijÊ I g= +( ) − 1 1                (8)
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Предлагаемый функционал имеет следующий 
вид [2]:
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где точка над величинами означает произво-
дную по времени. V – объем, su − площадь по-
перечного сечения стержня.

При линейном напряженном состоянии σ σ11 =  
и остальные компоненты тензора напряжений 
равны нулю. Из системы (3) получается, что 

 ε σ=
−









1 0k
Eñåê

                    (10)

где ε ε= 11 ; � σ σ= 11
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На основе известных соотношений, компонент 
тензора конечной деформации ε  в слое стержня, 
удаленном на расстоянии z от срединного слоя, 
имеет вид [3]:

ε ε= + zæ                     (13)

Компонент тензора напряжений в произволь-
ной точке стержня имеет вид [3]:
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3
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Приравнивая первую вариацию (12) к нулю 
имеем:
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По условию один конец стержня закреплен 

шарнирно, а другой жестко, (рис. 1) т.е. гранич-
ные условия можем записать в виде

	
w x M

w
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(17)

Равенство нулю момента при х=2l означает, 
что ∂ ∂ =2 2 0w x/ .  Исходя из этого, граничных ус-
ловий (17) и физических соображений, для про-
гиба w x,τ( )  примем следующую аппроксимацию: 
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Для u x,τ( ) выберем следующую аппроксимацию:

u x x,τ ψ τ( ) = ( )                 (19)
где ϕ τ( ) и ψ τ( ) неизвестные функции времени.

Как видно из (18), выполняется первое усло-
вие (17). Из (18)
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Из (20) выполняется третье условие (17). Из (20)

 
Рис. 1. Устойчивость стержня  

шарнирно закрепленного по торцам
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Из (21) ∂ ∂ =2 2 0w x/  при х=2l. Это означает, 
что выполняется и второе условие (17).

Подставляя (18) и (19) в (1) получим: 
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Исходя из уравнения состояния (10) и физи-
ческих соображений для N(x,t) и M(x,t) примем 
следующие аппроксимации: 
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где N t N t1 2( ) ( ), � � � , �M t( ) – неизвестные функции 
времени. 

Упростим выражения для K0, K1, K0, и K1.  
Для этого разложим выраженя этих величин в ряд 
Тейлора по N около точки N ho â= 2 σ , где σ â − – пре-
дел выносливости и соответствует точке на диа-
грамме одноосного растяжения, начала криволи-
нейной части диаграммы. Известно, что σ σü â= 2

Тогда:

4 22 2
0
2h N h Nm â oσ σ− = =              (25)

Подставляя (25) в (24) и оставляя только ли-
нейные члены получаем:
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Из (26) и (27) 
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С учетом (26) и (27), (16) получает вид:

 

(30)

Введем обозначение

 hN E Eo ñåê =                       (31)

Подставляя (31) в (30) имеем:
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Подставим выражения для ε, æ, N , M  в (32). 
Тогда из (24):
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Проведем некоторые упрощения в аппрокси-
мациях. В равенстве (20) когда, x l→ 2 , все чле-

ны, кроме третей стремятся к нулю. Поэтому бу-
дем считать, что 
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Точно так же из (22) 
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Из (23):
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 Из (24), (33) 
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Подставим эти выражения в (32): 

 (38)

Перегруппируем составляющих, входящих 
в (38) по независимым вариациям:

Приравняем нулю коэффициенты при неза-
висимых вариаций. 
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Введем следующие обозначения безразмер-
ных величин:

n
N
hEñåê

1
1= ; n

N
hEñåê

2
2= ; n

N
hEñåê

0
0=  p

P
Eñåê

= 0 ; f=
ϕ
l

; 

m
M
h Eñåê

=
2

; γ = l
h

 γ 2

Рис. 2. Зависимость р = р(ϕ) в различных значениях начального 
прогиба ϕ

0
 (а) и ркр = ркр(ϕ0

) (б) для прямого стержня при γ=30
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Тогда предыдущая система получает вид:

Начальные условия для системы (40) будут:
При t = 0 ;

f f0( ) = ; ψ 0 0( ) = ; 

n n n n m m1 2 10 20 00 0 0 0 0 0 0( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = ,

где f − безразмерный начальный прогиб 
стержня. 

Система дифференциальных уравне-
ний (40) с учетом начальных условий ре-
шена на ЭВМ методом Рунге-Кутта чет-
вертого порядка. Полученные результаты 
показаны на графиках [5].

На рисунке 2 даны зависимости 
p p= ( )ϕ  для различных значений ϕ0  и γ. 
Кроме этого, на рисунках даны зависимо-
сти критического момента выпучивания от 
начального прогиба. На рисунке дана за-
висимость критической сжимающей силы 
p от относительной толщины γ, при данном 
значении начального прогиба. Как видно из 
графиков, условная критическая сжимаю-
щая сила, значит и условное критическое 
время t

kp
, уменьшается с ростом началь-

ного прогиба и относительной толщины γ. 
При расчетах длину шага брали H=10-5.

Изложим алгоритм, по которому реше-
на система (40). Систему (40) перепишем 
в следующим виде.

 y f y y y y ti i= …( )1 2 3 7, , , ,           (41)

где i=1 5, .

Если обозначить значения yi (i=1 5, ) 
в n-ом шаге через y ii

n( ,= 1 5), то на n+1-ом 
шагу значения этих величин по методу 
Рунге-Кутта четвертого порядка будут 
следующие [5]: 

y y
H

k k k ki
n

i
n

i i i i
+ = + + + +( )1

1 2 3 46
2 2

где H – длина шага, 

k f y y y ti i
n n n n

1 1 2 7= …( ), , ,

k f y
H
k y

H
k y

H
k t

H
i i

n n n n
2 1 11 2 12 7 172 2 2 2
= + + … + +






, , ,
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k f y
H
k y

H
k y

H
k t

H
i i

n n n n
3 1 21 2 22 7 272 2 2 2
= + + … + +






, , ,

k f y Hk y Hk y Hk t Hi i
n n n n

4 1 31 2 32 7 37= + + … + +( ), , ,

Ниже приводится зависимости p p= ( )ϕ  
в различных значениях начального прогиба ϕ0 (а) 
и p pkp kp= ( )ϕ0  (б) для прямого стрежня при раз-
личных значениях относительной толщины γ.

Основные выводы. 1. Выбрана аппроксимация 
для прогиба сжимающего стержня, один конец 
которого закреплен шарнирно, а другой конец 
жестко закреплен. 

2. Получено критическое значения для сжи-
маю щей силы с учетом влияния пористости ма-
териала на его механическое свойство.

3. Получены графические зависимости кри-
тической силы от относительной толщины и на-
чального прогиба.
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STABILITY OF A DIRECT RODE FROM POROUS MATERIAL,  
ONE END OF WHICH IS FIXED HARMONY AND ANOTHER HARD

Summary
The problem of loss of stability of a straight rod with a rectangular cross section is considered in the arti-
cle. One end of the rod is hinged and the other end is rigid. The material of the rod is porous. Therefore, 
the deformations and stresses are non-linear. The geometric nonlinearity in one of the transverse direc-
tions is also taken into account. Thus, the problem is both physically and geometrically nonlinear, hence 
its solution is associated with great mathematical difficulties. To eliminate these difficulties, a variational 
principle is applied in solving the problem. The Euler equations of the proposed functional give a system 
of nonlinear differential equations, which is solved using the fourth-order Runge-Kutta method. The de-
pendencies of the critical values of the compressive force on the initial deflection of the relative length 
are plotted graphically.
Keywords: stability, porosity, wall thinness, physical nonlinearity, geometric nonlinearity, displacement, 
deformation, stress.


