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Аннотация. При оптимальном проектировании внутренней структуры функционально-градиентного 
материала (ФГМ) на основе классического метода осреднения в случаях малой концентрации включе-
ний, когда размеры включений много меньше расстояния между ними, возникают значительные вы-
числительные трудности. Разработка варианта метода осреднения, позволяющего эффективно решать 
задачи оптимизации внутренней структуры ФГМ при малой концентрации включений и иллюстрация 
его на конкретных примерах. Предлагаемая методика позволяет решать задачи расчета и оптимального 
проектирования внутренней структуры ФГМ конструкций с переменной величиной включений и с пере-
менным шагом между ними по единой методике. 
Ключевые слова: функционально-градиентный материал,оптимальное проектирование внутренней 
структуры, метод осреднения, продольная деформация стержня.
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MATHEMATICAL MODELS OF OPTIMAL STRUCTURE  
OF FUNCTIONAL-GRADIENT MATERIALS 

Summary. With optimal design of inner structure of functionally graded material (FGM) based on the classi-
cal method of homogenization procedure, in cases of low concentration of inclusions, when the size of inclusions 
is essentially less than the distance between them, leads to computational difficulties. The research to develop 
a homogenization procedure, allowing solving effectively the problem of optimizing the internal structure of 
FGM at low concentrations of inclusions and illustration with specific examples. The proposed method allows 
solving tasks of calculation and optimal design of the internal structure of FGM structures with variable inclu-
sions and with a variable step between them using the same methodology. The optimization is performed using 
two mechanisms. The first allocation is fixed at the edges of the border areas in which inclusions are absent. 
The second optimization mechanism is the distribution of inclusions sizes under the law, coinciding with the 
distribution law of an external load. Alternate step for the step should be reduced in areas with greater inten-
sity of the external load. The proposed technique allows us to solve the problems of calculation and optimal 
design of the internal structure of FGM structures with a variable value of inclusions and with a variable pitch 
between them according to a single method. These tasks turned out to be mathematically identical, the differ-
ence lies in the different physical senses of the coefficients of the equations of state and objective functions. In 
this case, optimization is carried out using two mechanisms. The first is the allocation at the fixed edges of the 
border areas in which there are no inclusions. The second optimization mechanism is to redistribute the size 
of inclusions according to a law that coincides with the law of distribution of the external load. With a variable 
step between inclusions, the step should decrease in areas with a greater intensity of external load. The indi-
cated optimization mechanisms, obvious from a physical point of view, found their mathematical justification 
in this work. It can be expected that the proposed method will also be effective in the calculations and optimal 
design of more complex heterogeneous structures described by higher order differential equations.
Keywords: functionally graded rod, homogenization method, functionally graded inclusion size, functionally 
graded step between inclusions.

Постановка проблемы. Снижение ма-
териалоемкости силовых элементов 

конструкций в условиях наиболее полного ис-
пользования резервов их прочности, жесткости 
и надежности является одним из важнейших тре-
бований прогресса в судно-, авиа-, ракета-, и кос-
мическом машиностроении, строительной инду-
стрии и т.д. В этих целях широко применяются 
композитные материалы и конструкции. Вместе 
с тем, возможности улучшения характеристик 
традиционных регулярных композитных мате-

риалов на сегодняшний день во многом исчер-
паны. Значительным резервом в этом направле-
нии является использование второго поколения 
композитных материалов – функционально-гра-
диентных материалов (ФГМ), квазирегулярных 
гетерогенных материалов, у которых механиче-
ские или геометрические характеристики неод-
нородностей, или их распределение непрерывно 
изменяются по заданному закону. Этот закон, 
определяющий структуру ФГ материала, должен 
отвечать условиям нагружения ФГМ конструк-
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ций. При этом, следует учитывать, что даже в тех 
случаях, когда из-за большей стоимости или 
трудностей технологического характера возмож-
ности применения ФГМ оптимальной структуры 
ограничены, исследования оптимальных проек-
тов имеет важное значение, так как позволяет 
теоретически оценить качество традиционных 
конструкций.

Анализ исследований и публикаций. Для 
расчета ФГМ конструкций, как правило, приме-
няют различные варианты МКЭ [1–3]. Но опти-
мизация структуры ФГМ для конкретных задач 
с помощью МКЭ вызывает значительные вычис-
лительные трудности, поскольку требует боль-
ших серий решений прямых задач. Для регу-
лярных композитов альтернативой МКЭ служит 
метод гомогенизации [4–6], который позволяет 
свести исходную краевую задачу в многосвяз-
ной области к рекуррентной последовательно-
сти краевых задач в односвязных областях. При 
этом, как правило, коэффициенты уравнений со-
стояния аппроксимируются отрезками ряда Фу-
рье при небольшом количестве членов. В работах 
[7–11] были предложены модификации метода 
осреднения, позволяющие рассматривать пря-
мые и обратные задачи для функционально-гра-
диентных материалов. 

Цель исследования. Малые отрезки рядов 
Фурье хорошо описывают коэффициенты урав-
нений состояний ФГМ конструкций только при 
большой концентрации включений (зерен, воло-
кон и т.п.), когда расстояние между включения-
ми имеет тот же порядок, что и их характерный 
размер. При малой же концентрации, когда рас-
стояние между включениями много больше их 
размеров, коэффициенты уравнений состояния 
представляют собой периодические импульсные 
функции. В этом случае реализация метода ос-
реднения в аналитическом виде вызывает опре-
деленные трудности. При этом аналитические 
решения важны при проектировании конструк-
ций из композитных материалов и особенно 
конструкций из ФГМ. Поэтому при малой кон-
центрации включений выгоднее использовать 
предлагаемый ниже вариант метода осреднения, 
в котором используется малость размеров вклю-
чений по сравнению с расстоянием между ними. 
Предлагаемая методика проиллюстрирована на 
примере модельной задачи – продольной дефор-
мации стержня из ФГМ. Диаметр стержня сопо-
ставим с размерами включений.

Основной материал. 1. Включения пере-
менной величины. Закон изменения размеров 
включения может быть задан, например, в виде 
функции V V x= ( ) , определяющей объём вклю-
чения в зависимости от координаты x  его рас-
положения. Заменим включения сосредоточен-
ными упругими вставками, жесткости которых 
k z1 ( )  характеризуют влияние включений. 

Если количество включений n  велико и рас-
стояние между ними l z zi i= − −1  много меньше 
характерного размера конструкции, в данном 
случае l L  – длины стержня. Тогда для ис-
следования продольной деформации двухкомпо-
нентного стержня можно применить следующий 
вариант метода осреднения. Запишем уравнение 
равновесия стержня между упругими вставками 
в безразмерном виде

 d u
dx

q
2

2
�� = ,                            (1)

где x z
l

= ;  u v
l
v= ;�  – продольное смещение; 

q
p x

lk
p x=

( ) ( )
0

;�  – распределенная внешняя на-

грузка; k E F E0 0 0= ;�  – коэффициент упругости ба-
зового материала стержня (матрицы); F  – пло-
щадь поперечного сечения.

Условия сопряжения на i  – ом упругом сече-
нии можно записать так 

 u u
du
dx

du
dx

k x u( ) =( ) 


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где …( ) …( )− +
;�  – соответственно предел слева 

и справа в точке x i k x
lk x

k
= ( )= ( )� � � � �; .1

0

1.1 Методика осреднения. Введем пере

менную ξ ε= x / ,  где ε = 1 1/ n  , которую будем 
считать независимой от переменной x . Переме-
щение u  представим в виде асимптотического 
разложения

 u u x u x u x= ( ) + ( ) + ( ) +0
2
1

3
2ε ξ ε ξ, ,  ,      (3)

где u ss � �, , ,= …( )1 2  – периодические по ξ  функ-
ция с периодом n .Подставляя разложение (3) 
в уравнение (1) и условия (2), получаем осред-
ненное уравнение продольной деформации двух-
компонентного стержня

 d u
dx

k x u q
2
0
2 0+ ( ) = .                      (4)

Микромеханические эффекты описываются 
составляющей разложения u1  , которая находит-
ся из уравнения

 ∂
∂

= −








 −







u
q

d u
dx

n1
2
0
2 2ξ

ξ .                  (5)

1.2 Обратная задача. Существенным преиму-
ществом предлагаемого подхода к исследованию 
конструкций из ФГМ является то, что он позволяет 
ставить и эффективно решать задачи оптимиза-
ции – задачи определения оптимальных характе-
ристик внутренней структуры материала, обеспе-
чивающих заданные свойства конструкции.

В качестве примера рассмотрим задачу опре-
деления функции k x( ) , обеспечивающей наи-
большую продольную жесткость рассматривае-
мого двухкомпонентного стержня при заданной 
распределенной нагрузке q x( ) .� Без потери общ-
ности, выберем граничные условия в виде 

 u du
dx x n

0
00 0 0( ) = =

=
;� .                      (6) 

В качестве меры жесткостных свойств стерж-
ня выберем податливость, ограничившись нуле-
вым приближением для смещения

 I qu dx min
n

k= →∫
0

0 .                        (7)

В качестве ограничения естественно выбрать ус-
ловие постоянства суммарного объёма включений

 
0

n

k x dx c∫ ( ) = .                             (8)

На практике размеры включений имеют тех-
нологические ограничения. Из этого следует 
еще одно ограничение для целевой функции 
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k k x kmin max≤ ( ) ≤ , которое удовлетворяется введе-
нием вспомогательной функции управления θ x( )

 k sin= +α γ θ ,                           (9)
где α γ= +( ) = +( )0 5 0 5. ; . .k k k kmin max min max�  
Относительно вспомогательной функции 

управления θ x( )  рассматриваемая обратная за-
дача (10)-(16) запишется так

 I qu dx min sin dx c
n n

= → =∫ ∫
0

0
0

θ θ� ;             (10)

d u
dx

sin u q
2
0
2 0+ +( ) =α γ θ ; u du

dx x n
0

00 0 0( ) = 





 =

=

;� . (11) 

Приравнивая нулю вариацию функционала 
Лагранжа задачи (10), (11) получаем условие оп-
тимальности

 cos uθ λ0
2 0−( ) = ,                    (12)

где λ – множитель Лагранжа.
Из условия оптимальности (12) следует, что 

функция управления k x( )  представляет собой 
кусочно-непрерывную функцию

 k
k x x

q
x x L

min

=
∈ ( )

± ∈ ( )








, , ;

, , .

�

� �

0 1

1λ

                (13)

Постоянная Лагранжа λ  находится из изопери-
метрического условия (14), которое принимает вид

 
x

n

minqdx ñ k x
1

1∫ = ± −( )λ .               (14)

Координатa точки x1  находится из условий 
непрерывности в этой точке смещения и дефор-
мации стержня (к этим условиям приводят соот-
ношения на изломах экстремалей Вейерштрас-
са-Эрдмана [9]).

2. Переменный шаг между включения-
ми. Другой технологической возможностью обе-
спечения градиентности свойств конструкций 
является использование ФГМ у которых разме-
ры включений одинаковые, но шаг между ними 
меняется по заданному закону. Рассмотрим базо-
вый двухкомпонентный стержень с одинаковы-
ми упругими вставками k const= . Зафиксируем 
количество вставок n  и будем менять расстояние 
между ними l  по некоторому закону. Для опи-
сания закономерности изменения шага введем 
функцию f x( ) , такую, что f x ii( ) = , тогда шаг 
между включениями l f x≈ ( )1 / ' . В работе [8] 
получены условия для сохранения неизменным 
количества вставок 

f f n n f x0 0 0( ) = ( ) = ( ) ≥; ; '� � .          (15)
2.1 Прямая задача расчета. Если толщину 

вставок устремить к нулю, то уравнение продоль-
ной деформации стержня при шаговой градиент-
ности можно записать в виде

d u
dx

k f x i u q
i

n2

2
1

1+ ( ) −( ) =
=
∑δ ,            (16)

где δ  – дельта функция Дирака.
Введем переменную η = ( )f x , тогда x f= ( )−1 η . 

Относительно новой переменной уравнение (16) 
запишется так

 d
d

du
d

k i u Q
i

n

η ϕ η
δ η ϕ









 + −( ) =

=
∑

1

,        (17)

где ϕ
η

ϕ=
( )

=
−d f

d
Q q

1

;� .

Уравнение (17) представляет собой уравнение 
с периодически разрывными коэффициентами, 
и для него можно применить схему осреднения, 
аналогичную методики п. 1.1. В результате по-
лучаем осредненное уравнение продольной де-
формации двухкомпонентного стержня с пере-
менным шагом между включениями

 d u
dx

kf x u q
2
0
2 0+ ( ) =' .                  (18)

2.2 Обратная задача. Рассмотрим обратную 
задачу для уравнения (18) с граничными услови-
ями (6). В качестве управляющей выберем функ-
цию ψ = ( )kf x' . Минимизировать будем податли-
вость стержня

0
0

n

u qdx min∫ → ψ .                        (19)

Условия сохранения количества включений 
(15) приводят к изопериметрическому ограниче-
нию для целевой функции

0

n

dx kn∫ =ψ .                             (20)

На целевую функцию ψ  также накладывают-
ся технологические ограничения, аналогичные 
(15), которые будут выполнятся автоматически 
после введения вспомогательной целевой функ-
ции (9). Тогда рассматриваемая задача будет со-
впадать с задачей п. 1.2.

3. Заключение. Предлагаемая методика по-
зволяет решать задачи расчета и оптимального 
проектирования внутренней структуры ФГМ 
конструкций с переменной величиной включе-
ний и с переменным шагом между ними по еди-
ной методике. Эти задачи оказались математи-
чески идентичными, отличие состоит в разных 
физических смыслах коэффициентов уравнений 
состояния и целевых функций. При этом оптими-
зация проводится с помощью двух механизмов. 
Первый – выделения у закрепленных краев при-
граничных участков, в которых включения отсут-
ствуют. Второй механизм оптимизации заключа-
ется в перераспределении размеров включений 
по закону, совпадающему с законом распределе-
ния внешней нагрузки. При переменном шаге 
между включениями шаг должен уменьшаться 
на участках с большей интенсивностью внешней 
нагрузки. Указанные механизмы оптимизации, 
очевидные с физической точки зрения, нашли 
свое математическое обоснование в настоящей 
работе.

Можно ожидать, что предлагаемая мето-
дика будет также эффективна при расчетах 
и оптимальном проектировании более сложных 
гетерогенных конструкций, описываемых диф-
ференциальными уравнениями более высокого 
порядка.
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